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一、簡介

X 光繞射技術的發展，始於 1912 年勞厄 (Max 
von Laue) 對光波通過晶體的研究。其後布拉格父
子 (W. H. Bragg, W. L. Bragg) 使用 X 光繞射，成功
地分析了簡單結晶鹽類的晶體結構，並進一步寫下

簡潔優美的經典繞射公式：n = 2dsin  (布拉格定
律)。自此，晶體的繞射分析技術開始具有系統化
的理論基礎。其後經由許多物理學家的努力，X 光
晶體繞射法已成為解析材料結晶結構的重要工具之

一。尤其近年來透過快速發展的電腦運算技術，許

多依據這些繞射理論所撰寫的程式紛紛推出。因此

研究者可以更加精確地獲得細部的晶體參數，進而

導致材料基礎性質與物性機制的研究突飛猛進。

常見的固體材料依據其結晶程度，可以分成

單晶 (single crystal)、多晶 (polycrystal) 與非晶態 
(amorphous)。單晶為材料近乎完美的一種結晶狀
態，由於原子排列整齊，方向性一致，且性質均

勻，因此為材料晶體結構鑑定之首選。但通常單晶

的成長十分困難，且不容易取得足夠大小的實驗樣

品，因此多適用在少量的材料特性與結構的本質鑑

定。多晶材料係指塊材 (bulk) 內部由許多不同晶向
的小單晶所組成。不同單晶之間由晶域壁 (domain 
wall) 隔開。每一個單晶的大小介於奈米 (nm) 至數
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十微米 (m) 之間。由於塊材內部的每一個晶域單
元具有不同指向，因此稱之為多晶。另一種常見的

材料狀態，在晶面的取向上與多晶十分相似，一般

稱之為粉體 (powder)。粉體材料為許多小顆粒之單
晶或是多晶單元所組成的集合。由於不同顆的粉體

顆粒單元其晶面空間取向並不一致，由巨觀角度而

言，其對光的繞射行為猶如多晶一樣，因此常歸於

一類加以探討。至於非晶材料其結晶長度約略止於

一個單位晶格或一個化學式的大小。雖有短程有序

之理論可以描述對光的散射行為，但較少應用在系

統化的分析上。

二、分析原理

一張良好的多晶／粉末繞射譜圖需能提供精確

的繞射峰位置、半高寬與正確的繞射峰相對強度

比，如圖 1 所示。由此三個參數便可獲得晶體的晶
形、晶格常數、鍵長、鍵角、原子熱運動之平均振

幅、粒徑大小與所受到的應變等資訊。常見的粉末

／多晶繞射分析程式便以繞射峰位置 2、半高寬 
W 與繞射峰相對強度這三個繞射特徵，來從事結
構參數的計算。無論使用哪一種程式，在進行分析

之前，必須先理解晶體繞射的基礎理論，方能得到

正確的結果。在此針對繞射峰位置與繞射峰強度兩

部分詳述如下：

1. 繞射峰位置
繞射峰 2  位置直接反映了繞射晶面的面距。

而面距又隱含晶格常數的訊息。由布拉格定律，對

於單一波長入射之光源，可將繞射峰的 2  位置改
寫為：

12 2sin
2d
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a、b、c 分別為晶格長度；h、k、l 為米勒指標 
(Miller index)；、、  分別為晶軸 a－b、b－
c 與 c－a 間的夾角(1)。若兩晶軸之間的夾角均為 
90°，如立方晶系 (orthorhombic)、等角立方晶系 
(tetragonal) 與正方晶系 (cubic)，則式子可簡化為：
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2. 繞射峰強度
繞射峰的強度與消光條件 (繞射峰出現與否)，
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圖 1. 典型之粉末／多晶 X 光繞射譜圖，精確地獲
得繞射峰強度 I (峰的積分面積)、位置 2、
與峰寬 W 為一張良好繞射譜圖的要素。

(2)
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首先取決於結構因子 (structure factor) 是否為零。
此外，重複因子 (multiplicity factor) 與溫度因子 
(thermal factor) 則會造成相對強度的變化，假設
一單位晶格中有 n 個原子，結構因子 F(k) 可以寫
為：

                                                 

1
( ) exp( )

n

i i
i

F f i


  k k r
 

(5)

fi  為第 i 個原子的散射長度；k 為入射波向量；ri 

第 i 個原子在晶格中的位置。其中  fi  正比於晶體

中第 i 個原子的原子序。當入射波向量的差等於倒
晶格向量時，干涉才會發生。因此 k 常以米勒指
標 (hkl) 代替。至於 ri 則以 i 原子在單位晶格中的
相對位置來表示 (如圖 2 所示)。事實上，若要將
每一個原子代入式 (5) 來計算，實為十分繁複的工
作，不過透過晶體結晶的特殊對稱性，可以藉由對

稱操作來減少計算的複雜度。一般而言，結晶的對

稱性可以用「空間群」(space group) 來表示。空間
群可以用來標記原子在單位晶格中的點對稱和空間

對稱 (space symmetry) 性，一般記法為 Apqr，其中
大寫字母 A 是表示晶格的類型，pqr 分別描述沿對
稱軸的對稱操作。詳細的空間群與對應的消光條件

列於表 1 中。因此僅需找出非消光條件的 (hkl) 的
組合，再來計算對應的強度，這樣便可以大幅減少

圖 2. 
結構因子與繞射峰

強度之關係。圖中

以 bcc 之單位晶格
為例，計算出 bcc 
晶格的消光條件。

計算所需的步驟。

此外，由於每一個米勒指標 (hkl) 均對應著
一特定晶面的面距，但是 (hkl) 、(hkl)、(hkl)、
(hkl)、(h k l)、(hkl)、(hk l)、(h k l) 雖然具有不同的
標示，卻都代表著相同的面距。因此在實際的計算

上必須計入此一重複性，故稱之為重複因子 Mhkl。

其計算公式可寫成 Mhkl = 2n，其中 n 為 h、k、l 三
個指標中不為零的數目，例如 (103) 晶面其重複因
子為 22 = 4。

除了重複因子外，溫度因子也是影響繞射峰相

對強度的因素之一。其成因主要來自於晶格中原子

的熱振動。假使式 (5) 中的第 i 個原子位置 ri，因

為熱振動所造成的平均振幅為 ui ，則式 (5) 可以
改寫成：

( )i i i ii i i
hkl i i

i i
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(6)

由於原子在空間中向正方向與負方向移動的機率相

同，故其平均值為 0 而且 ui 甚小，可以忽略高次
項的貢獻，所以：
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繞射面
不消光條件 
(n 為整數 ) 消光詮釋 對稱符號

hkl

h + k + l = 2n
h + k = 2n
h + l = 2n
k + l = 2n
h,k,l 全奇或是全偶
  h + k = 2n
  h + l = 2n
  k + l = 2n
h + k + l = 3n
h + k + l = 3n

體心晶格
C-面心晶格
B-面心晶格
A-面心晶格
面心晶格

菱形晶格基於六面指標 
六面晶格基於菱形指標

I
C
B
A
F

R
H

0kl

k = 2n
l = 2n
k + l = 2n
k + l = 4n

(100) 滑移面，b/2 分量 
(100) 滑移面，c/2 分量
(100) 滑移面，b/2 + c/2 分量
(100) 滑移面，b/4 + c/4 分量

b(P, B, C)
c(P, C, I)
n(P)
d(F)

h0l

h = 2n
l = 2n
h + l = 2n
h + l = 4n

(010) 滑移面，a/2 分量
(010) 滑移面，c/2 分量
(010) 滑移面，a/2 + c/2 分量
(010) 滑移面，a/4 + a/4 分量

a(P, A, I)
c(P, A, C)
n(P)
d(F)

hk0

h = 2n
k = 2n
h + k = 2n
h + k = 4n

(001) 滑移面，a/2 分量
(001) 滑移面，b/2 分量
(001) 滑移面，a/2 + b/2 分量
(001) 滑移面，a/4 + b/4 分量

a(P, B, I)
b(P,A, B)
n(P)
d(F)

hhl
l = 2n
2h + l = 2n
2h + l = 4n

(110) 滑移面，c/2 分量
(110) 滑移面，a/2 + b/2 + c/2
(110) 滑移面，a/4 + b/4 + c/4

c(P, C, F)
n(P)
d(F)

h00
h = 2n
h = 4n

[100] 螺旋軸，a/2 分量 
[100] 螺旋軸，a/4 分量 

21, 42
41, 43

0k0
k = 2n
k = 4n

[010] 螺旋軸，b/2 分量 
[010] 螺旋軸，b/4 分量 

21, 42
41, 43

00l

l = 2n
l = 3n
l = 4n
l = 6n

[001] 螺旋軸，c/2 分量 
[001] 螺旋軸，c/3 分量
[001] 螺旋軸，c/4 分量
[001] 螺旋軸，c/6 分量 

21, 42, 63
31, 32, 6264
41, 43
61, 63

hh0 h = 2n [110] 螺旋軸，a/2 + b/2 分量 21

表 1. 
空間群之符號與對應的消光

條件(1, 2)。 

其中 2Mi 為第 i 個原子之德拜－瓦勒因子 (Debye-
Waller factor)。假設熱振動沿空間各方向的位移
是各向等性，則可以定義 Uiso = U，以及 Biso = 
8 2Uiso，結合式 (7) 與 (8) 則

  
2 ii ii M T

hkl i
i i

F f e e f e
      k rk r

 
(8)

其中 f Ti 為考慮溫度效應的原子散射長度。由式 (7) 
與 (8) 可看出，熱振動會使得繞射峰強度會隨著 
sin /  作指數性的衰減。總合結構因子、重複因子
與溫度因子等效應，並考慮 X 光的勞倫茲極化因
子 (Lorentz-polarization factor)，X 光對米勒指標為 
(hkl) 繞射峰之繞射強度可寫為：
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　 2
2(1 )cos 2

sin sin 2
h h

hkl hkl hkl
hkl hkl

P PI C S M F
 

  
   

   
(9)      

其中 C 為儀器常數、S 為尺度因子、Ph 為 X 光極
化比率、Mhkl 為重複因子、Fhkl 為考慮熱振動後的
結構因子。

三、結構精算之軟體與方法

在瞭解進行結構精算前的理論基礎後，再來介

紹常用的結構精算軟體。一般常見粉末／多晶晶體

繞射分析程式有 GSAS(3) (General Structure Analysis 
System)、Fullprof (10) 以及 X 光繞射儀廠商所撰寫
搭配之軟體。其中 GSAS、Fullprof 為自由軟體，
可以免費取得，而 X 光繞射儀廠商所搭配的精算
軟體，由於多附上 JCPD-ICDD 與 ICSD 等晶體繞
射資料庫提供查詢，因此需要額外收費。所以在使

用人數上，以 GSAS 與 Fullprof 相對較多。在兩者
中又以 GSAS 的使用者佔較高的比例，因此以下
以 GSAS 軟體為主來介紹結構精算的概念。

GSAS 結構精算軟體其實為許多專為晶體結構
計算的小程式與外掛程式所集合成的套件。其適

用的作業系統有 Windows、Mac OS X 與 Linux 版
本。通常使用 EXPGUI 程式介面來做整合運算，

圖 3. 晶格中原子的熱振動所造成繞射峰隨 sin /  
衰減的校應。

Uiso Uiso

I

如圖 4 所示。GSAS 軟體的精算方法為假設一初步
晶體模型 (通常用已知晶體結構的 cif 檔匯入或是
手動輸入空間群、晶格常數與原子相對位置等參

數)，將此模型與輸入的儀器參數結合 (實驗儀器所
附的 prm 檔或是修改 GSAS 原始程式所附的 inst_
xry.prm) 來模擬出一個完整的繞射譜圖。再將此一
譜圖與實驗值相互比較，以最小平方法來測試模型

與實際晶體繞射的結果是否相符。若未達滿意值則

需重新修改模型中的參數，反覆迭代運算以達到最

佳解。此一擬合 (fitting) 晶體結構的方法，稱之為
Rietveld 精算法，在流程中所考慮的參數包含：
(1) 繞射背景的強度。
(2) 樣品量與偵測器效率所造成的強度倍率因子。
(3) 晶格常數。
(4) 樣品未切齊光軸造成繞射峰位置偏移的零點位
移參數。

(5) 因狹縫與繞射所造成的峰形變化。
(6) 空間群。
(7) 原子在晶體中的相對位置。
(8) 溫度因子造成的高角度繞射峰強度降低。
以上等參數、運算的流程與實際的介面分別如圖 5 
與圖 6 所示。所運用的原理與公式均不脫離公式 
(1) 至 (9) 之間。其相關的教程可以在奧勒岡國家
實驗室 (Argonne National Laboratory) 網站取得(4)，

其他自由軟體如 Fullprof 或是飛利浦 (Philips) 所出
商用版軟體 HighScore，均使用 Rietveld 精算法的
相同流程。

四、結構精算之應用與實例

早期使用 JCPD X 光繞射資料庫比對法，僅能
定性地獲得結構是否相同的訊息。但透過上述的結

構精算法，研究者可以定量地獲得精確的結構參

數。這些定量的結構參數，可以更進一步地推估更

多的材料性質。下面列舉出幾種應用。

1. 雜項分析
在材料的合成上，有時因為環境、配藥比例誤

差或者中間產物的形成，而造成雜質混於生成的樣

品中。因此，透過結構精算分析可以定量地獲得雜

質比例，進而改進合成的過程。圖 7 為使用高溫燒

2
2 2 2

iso
2 sinMe e U 


     

 

sin
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結法預計要合成純相之 TbMnO3，但其 X 光繞射
分析顯示原料之一的 Mn3O4 出現在繞射譜圖中，
且生成物與原料之莫耳比例為 13:7，雖然樣品製
造失敗，但此一分析亦顯示在原料混合時可以減

少 Mn3O4 的莫耳數，量值大約為生成物的 7/13 比
例，便可達到純相的要求，這種方法可以減少因為

試誤所浪費的人力、物力與時間。

2. 結構相分析
摻雜為材料改質的常見方法，摻雜是指在特定

的原子位置上，依比例放入兩種或兩種以上的元

素。事實上，一個原子位置並無法放入兩個以上的

原子，所以摻雜的概念是一種數學上的平均。因

此，摻雜對應的實際狀況是指原子隨機地放入每一

個單位晶格中的同一特定位置，放入的總數目比依

圖 4. GSAS 軟體的使用介面與晶體結構外掛程式 DRAWxtl。

圖 5. 
GSAS 軟體的擬合流程。

輸入原始晶格模型

擬合背景 B 
與尺度因子 S

是否已達最佳解

擬合晶格常數 L
與零點位置 Z

是否已達最佳解
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擬合原子位置 X
 與溫度因子 U

是否已達最佳解

擬合繞射峰型 P
No

No

No

No

Yes

Yes
Yes

Yes
得到最佳晶格模型
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照摻雜的比例而定，這種排列法稱之為原子無序 
(atomic disorder)。在繞射學上，此一位置的散射長
度會等於各元素的散射長度，乘上考慮莫耳比後的

算數平均數。而另一種摻雜方式則是兩種以上的元

素，在此一特定的位置依序交錯排列放置，這種方

式稱之為原子有序 (atomic order)。依據單位晶格的
定義，這種排列具有有序性。為了包含完整的一個

週期，必須將單位晶格的大小擴展至最小的重複週

期。

以圖 8 為例，LaMnO3 為欲摻雜的原型化合
物，在原本的 La 與 Mn 原子處，分別摻雜了 50% 
的 Ba 與 Ru 原子。圖 8(a) 與 8(b) 分別為原子無序 
(空間群 Pm3m) 與有序 (空間群 Fm3m) 所對應的單
位晶格大小。在實驗前針對這兩種空間群所做模擬

分析可以發現，圖 8(c) 中的原子有序態會多出一
系列的繞射峰。在許多狀況下，研究者常誤認這些

繞射峰為雜質相或是中間產物。然而透過結構精

算，卻可以分辨其實是來自於結構相的不同。最

後，圖 8(d) 真實繞射譜圖是使用了原子無序模型

晶格常數

原子相對位置 溫度因子

空間群

背景

 零點位置

峰形函數 

尺度因子

圖 7. 以 GSAS 軟體從事雜質分析。紅色十字代表
實驗值；綠色實線代表擬合值；下方黑色與

紅色短線分別代表 TbMnO3 與 Mn3O4 的繞射
峰出現位置；最下方紫色實線為實驗值與擬

合值之差。經由精算，兩化合物在材料中的

莫耳比為 13：7。

20         30        40         50        60         70         80

12

9

6

3

0

10
3  c

ou
nt

s

TbMnO3 1250 °C：Mn3O4 = 13：7
  = Cu K Orthorhombic Pbnm 

a = 5.2770 (12) 　
b = 5.7169 (13) 　
c = 7.4088 (20) 　 
x2 = 2.469
Rp = 2.28%
Rwp = 3.25%

Scatting Angle 2   (deg.)

TbMnO3Mn3O4

圖 6.  
GSAS 軟體的實際
擬合使用介面。
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分析的結果。可以發現模型與實驗值相當符合。此

種原子的排列方式可以用來解釋為何同樣的摻雜比

例卻具有兩種不同電阻率的原因。

3. 傅立葉電子密度分析
因為 X 光繞射譜圖為材料中電子散射 X 光

後，再交互干涉所形成。可將繞射譜圖配合精算出

的模型做傅立葉轉換，所得到的圖形便為傅立葉電

子密度圖。由於原子間的鍵結常使得電子的軌域／

空間分布發生形變。藉由傅立葉電子密度分析，可

以得到較為接近的真實狀況。實際面上，可應用在

孔洞材料的孔洞估計，以獲得平均的有效孔洞大

小，如圖 9 所示。

圖 8. 
以 GSAS 軟體從事結構相分
析。(a) 預期在 La 摻雜 Ba 的
結構相，(b) 可能的結構相，
(c) 兩種結構相的模擬比較，
(d) 實際的結果與擬合分析。
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圖 9. 
以 GSAS 軟體傅立葉電子密
度分析。此圖為一新型孔洞

材料，(a) 為電子密度圖，(b) 
為對應的原子位置示意圖。

圖中有效孔洞大小約為 5 Å。

Electron concentration
1.00 Å3

0.75 Å3

0.50 Å3

0.25 Å3

(a) (b)

Pm

3m

Fm

3m

La/Ba

Ba

Ba

O

O

La

La

La



72 科儀新知第三十二卷第六期 100.6

2
2

0 0 0
16

tan tan sin
k e
L

  
  

       
   

4. 晶格常數分析
結構精算可以得到最基本的參數就是晶格常

數。圖 10(a) 為不同粒徑奈米銀之晶格常數大小，
顯而易見地，奈米銀的晶格常數隨著粒徑變小而增

大，圖 10(b) 為 5 nm 之奈米銀晶格常數隨著溫度
之變化，藉由此一方法可以得到材料的精確熱脹係

數。

圖 10. 晶格常數分析。(a) 奈米銀晶格常數隨粒徑大小的關係。(b) 5奈米銀微粒晶格常數隨溫度變化之關係圖。
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圖 11. 奈米粉粒體的粒徑分析。(a) GSAS 所獲得的半高寬對角度之關係圖，(b) 以 GSAS 外掛，將輸出的半
高寬對角度關係做粒徑運算之畫面。

半高寬

Scherr-Wilson equation

幾何形狀常數
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特定繞射角
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5. 粉粒體粒徑與應變分析
結構精算軟體為了擬合繞射譜圖，通常也必須

計算各個角度繞射峰的半高寬。因此若能將其輸

出，便可以透過 Scherr-Wilson 公式：
                          

2
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計算粉粒體的平均大小與平均應變。式 (10) 中 
為樣品扣除儀器解析度的真實半高寬；k 為與粉粒
體集合形狀有關的常數；  為入射光的波長；L 為
粒徑大小；θ0 為繞射峰的位置；e 為平均應變。圖 
11 為應用 GSAS 與外掛軟體，將輸出的半高寬對
角度的關係轉換成平均粒徑與應變的示意圖。

6. 價數分析
在結構精算完成後，由於可獲得精確的鍵長

值，透過 bond valence sum (BVS) 理論(5)可以獲得

元素所對應的價數。圖 12(a) 與 12(b) 分別為 BVS 
公式與各元素對氧、氟、氯這三個元素的 BVS 參
數。透過這個參數表將圖 12(c) 中由 Al2O3 繞射譜
圖精算所得到的鍵長代入運算，這樣便可以得到試

樣中 Al 的真實價數，可以發現實驗值 (2.989 v.u.) 

與理論值 (3 v.u.) 相當接近。因此 BVS 理論結合結
構精算法也不失為一量測價數的簡便方法，這種技

巧也可用來判斷混價的過渡金屬化合物價數。

7. 磁性－電子組態分析
3d 過渡金屬元素的磁性質可以使用其電子組

態來推估。由於不同的電子組態會造成不同的離子

半徑大小，如果可以得知精確的離子半徑大小，便

能初步預估順磁磁化率的性質。圖 13 為一錳氧化
合物經由結構精算推估磁性的流程，結構精算給出

平均 Mn-O 鍵長。在考慮與周圍鍵結元素的數目 (n
軸座標) 後，便可由 Shannon(6) 的離子半徑表查出 
Mn 的電子組態與價數。藉由有效磁矩的計算公式
以及居禮定律常數 C 的定義，便可預測材料在變溫
磁化率量測中不同溫度下的順磁磁化率訊號強度。

圖 12. 價數分析。(a) Bond valence sum 公式，(b) 所有元素對 O、F、Cl 鍵結的 bond valence sum 參數，(c) 
GSAS 精算所得到的氧化鋁鍵長，(d) 實際計算過程。
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圖 13. 磁性－電子態分析。(a) GSAS 精算所得到的錳氧鍵長，(b) Shannon 之離子半徑表，(c) 價數計算過
程，(d) 以錳的價數，推估變溫磁化率的居禮常數。

(a) (b)

(c)

(d)

〈Mn-O〉= 1.93 Å
  ∵ O2  六軸座標 = 1.40 Å
     Mn 離子半徑 = 1.93 Å  1.40 Å = 0.53 Å
  ∴→ Mn 為 Mn4+ (六軸座標，0.53 Å)

3.87 2.828 1.87 emu mole KB C C    

Mn4 + [Ar]3d34s0
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2 2 Bs s     

除了前面列出的七種外，事實上還有更多的

應用可供討論，如以鍵長鍵角的變化、解釋拉曼

光譜的位移，或者以熱振動獲得的  X 光德拜溫
度 (X-ray Debye temperature) 來計算材料中的聲速
等。由於篇幅所限不一一列舉。

五、結論

X 光粉末／多晶繞射結構精算法可以提供相較
於過去 JCPD 資料庫比對法更多的晶體資訊量。藉
由電腦科技的輔助，使得研究者可以更加地發揮 X 
光晶體繞射的強大威力，並精確地了解材料的參數

與性質。
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