
24 科儀新知 226期 110.3

光學視覺與機械手臂系統整合之
校正方法介紹
A Systematic Literature Review on Eye-
Hand Calibration

李俊則、張禎元
Chun-Tse Lee, Jen-Yuan Chang

在現代的機械手臂應用當中，與光學視覺系統搭配已經成為主流的趨勢，透過視覺回授

伺服控制來達到機械手臂智慧化與自動化的目的。然而視覺回授控制仍需藉由手眼校正的演

算法將相機座標系及機械手臂座標系對齊，根據相機的配置有分為 Eye in hand 以及 Eye to 
hand。此篇文章首先定義手眼校正的兩種配置與數學模型建立，接著依照兩種定義整理不同
種類的手眼校正方法、應用場域及實際配置案例，讓讀者能夠根據不同配置以及場域進行參

考。

In the modern application of robotic manipulators, collocation with an optical system 
has become mainstream. However, to achieve vision servo control, the alignment between the 
coordinate of the camera and the manipulator should be calibrated. According to the placement of 
the camera, the method of the eye-hand calibration can be divided into eye-in-hand and eye-to-
hand. In this article, the mathematic models of these two methods are built and the literatures are 
arranged by the order of scenario, optimized algorithms and the placement of cameras. 

一、前言

隨著工業技術的進步，工廠中自動化的比例逐漸的提升，許多的機構系統也因應而生，

其中機械手臂則扮演相當重要的角色。機械手臂可大致分為並聯式機械手臂及串聯式機械手

臂，並聯式機械手臂如 Delta Robot，使用史都華平台的概念來達到 XYZ 線性移動；串聯式
機械手臂則以六軸機械手臂為最大宗，並廣泛應用於各種產業。不管是何種機械手臂都有一

特色：重複精度高，因此機械手臂相當適合於從事重複的工作任務，位置控制的要求高。雖

然機械手臂之重複精度是其優點，不過其最大的缺點是絕對精度，意即要與其他機器或座標

系相互配合時就會出現問題，而目前機械手臂最常配合之儀器就是相機。當機械手臂需要與

外界物體進行互動且該物體是隨機擺放的，此時藉由相機的取像以及後來的影像處理即可辨

識出物體的位置，但是這時則面臨另外一個問題：相機座標與手臂座標的不一致性。
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相機在取像時會產生出一張影像，此張影像由 n by m 個像素所構成，其中會有稱為
像素座標系的座標來定義每個像素的描述方法，不過在這個座標系下的座標不能夠代表真

實長度，而是會隨著真實物體的遠近而讓每個像素代表不同大小的距離。若是搭配上相機

內部參數及物體與相機的距離，則可以計算出一個正交笛卡爾座標系 (Cartesian coordinate 
system)，稱之為相機座標系。同一個物體在機器人座標系及相機座標系的座標值皆不相
同，因此機械手臂是無法透過相機對該物體進行定位與其他工作任務，在這種情況下則需要

一項關鍵技術：手眼校正。

手眼校正是一項能夠將相機座標系及機械手臂座標系對齊轉換的一項技術，通常是透過

手臂移動多個姿態以及相機取像來達到計算兩者之間關連性的演算法，而校正板也是在此技

術中常見的元素之一。手眼校正能夠應用的領域相當廣泛，工業中應用如焊接作業、隨機物

堆疊夾取、鑽孔、噴塗等，而醫療產業中也有應用到手眼校正的技術，如胃鏡手術等。事實

上不僅是機械手臂，只要是擁有座標概念的機構件與相機系統做搭配都會應用到手眼校正的

概念，作為視覺伺服控制一項非常基本且重要的研究。

手眼校正於 1989 年開始第一篇的研究(1)，其建立相當經典的問題形式：AX = XB，事實
上往後的研究不僅限於這個等式，更是發展出不同形式與流程的手眼校正演算法。本篇文章

則是要整理並探討各種類之手眼校正應用場合，主要以相機的固定方式分為兩大類，並以校

正板類型、機械手臂種類、最佳化演算法等進行表格化整理。第二章節會詳細說明手眼校正

的工作原理與模型建立；第三章則是整理目前手眼校正的各大分類及其論文；第四章則是總

結手眼校正以及其未來發展性。

二、工作原理

在手眼校正的過程當中，通常都會有以下元件：機械手臂、相機與校正物。機械手臂可

為三軸、四軸、六軸，但六軸通常為大宗；相機方面 2D 及 3D 都有人對其進行研究探討，
且若為 2D 相機通常會搭配相機內部參數同時進行校正(2, 3)；校正板最常見的形式為棋盤格(4, 

5)，也有一些研究強調不需要校正板(6) 或者是以開發校正物為主題(7)。但是無論如何手眼校

正都是在找到相機與手臂座標系之間的關係，可能是相機座標系到手臂大地座標系亦或者是

相機座標系到手臂法蘭座標系，圖 1 及圖 2 標示主要兩大手眼校正的類型及其在演算法中重
要的矩陣轉換定義。

在手眼校正的研究當中，主要有四個重要的座標系，分別為機械手臂大地座標系 {R}；
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圖 1. Eye in hand 手眼校正配置。
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機械手臂工具座標系 {T}；相機座標系 {C} 以及待測物座標系 {O}。大地座標系 {R} 到工
具座標系 {T} 之間的關係可由各軸角度與正向運動學求出，其矩陣轉換關係為 B 矩陣，是
個可以輕鬆求得之變數；而相機會對待測物進行取像，根據特殊的影像處理建立專屬於待測

物的座標系 {O}，通常會以特徵明顯的若干點建立直角座標系，如棋盤格之邊角點，而相機
座標系 {C} 與待測物座標系 {O} 之間的轉換關係則以 A 矩陣來代表，在不同的角度取像都
會改變 A 矩陣，因此在整個演算法當中會有多個 A 矩陣存在。X 矩陣在不同的相機配置下
定義會有所不同，主要是定義為某個座標系與手臂的工具座標系間固定的矩陣轉換關係；Z
矩陣則為某個座標系與手臂大地座標系間固定的矩陣轉換關係。

圖 1 為 Eye in hand 的關係配置，其顧名思義就是相機是固定於機械手臂上，在校正過
程中亦或是校正完後的任務執行中相機都會跟著移動，在所有座標系中，唯一與相機座標系 
{C} 沒有相對位移改變的就是機械手臂的工具座標系 {T}，因此在這類問題當中欲求之解就
是相機座標系到機械手臂工具座標系 {T} 之轉換矩陣 X。圖 2 為 Eye to hand 的關係配置，
與圖 1 最大的不同點就是相機的擺放位置是固定於大地座標系中的某個位置，相機不隨著
機械手臂移動而有所改變，就如同從某處看著機械手臂般，因此稱之為 Eye to hand。在圖 2 
中可以看出，Z 矩陣的定義為相機座標系 {C} 到大地座標系 {R} 之間的轉換關係，也就是
此配置下手眼校正欲求之解，而 X 矩陣則是待測物座標系與工具座標系之間的轉換，通常
完成校正後均會移除校正板因此這個矩陣通常不重要。事實上每個研究之矩陣定義皆不盡相

同，箭頭指向相反只要將矩陣取反矩陣就可以做到，因此主要的定義則是要以達成閉迴路為

充要條件，若等式 AX = XB 的出發點一致且終點也一致，這樣的矩陣定義就合理，因此在實
現各篇論文時要先將矩陣方向及順序定義完整。

在定義完各個矩陣之後，則是要找出一個閉迴路等式並且對其提出最佳化演算法求解，

其閉迴路的表示式可大致分為兩種。第一種閉迴路的表示式為 AX = XB，如圖 3 與圖 4 所
示。圖 3 為 Eye in hand 的相機配置，其 A 矩陣為 {C1} 至 {C2} 的轉換關係，可看成 {C1 } 
到 {O} 再到 {C2}，因此 A 可由等式 A = A1A2

–1 計算而得；B 矩陣則為 {T1}至 {T2} 的轉換關
係，可由等式 B = B1B2

–1 取得。若以 {T1} 作為閉迴路之起點而 {C2} 為終點，則可以由兩條
路線到達，分別為 AX 及 XB。每兩個姿態間都存在一組 {A, B} 矩陣對，而通常會取 n ≥ 3 以
上的量測組數作為輸入資料，手眼校正就是要透過最佳化的演算法找到矩陣 X，將所有的資
料組 (A, B) 做最佳的配對。許多研究都是基於這樣的假設以及定義再去發展不同的解法，如
使用奇異值分解 (singular value decomposition, SVD) 或者是四元數法 (quaternion)，詳細作法
會於下一章節再加以分類分析。
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圖 2. Eye to hand 手眼校正配置。
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圖 3. Eye in hand 應用 AX = XB 示意圖

圖 4 則為 Eye to hand 配置下使用 AX = XB 的應用示意圖。在此配置下推導等式 AX = 
XB 不像圖 3 般直觀，因此需要一些技巧來證明。假設有一點 P 在校正物上，而點 P 在不同
座標系下以不同的代號表示：Pt 代表點 P 在校正板座標系下的座標值，由於該點位於校正
板上，因此無論機械手臂如何移動，由校正板座標系來觀察 Pt 皆為定值；Pg 代表在工具座
標系 {T} 下的座標值，由於校正板與手臂法蘭面是固定的旋轉平移關係，因此 Pg 也是一個
固定值；Pc 代表是在相機座標系 {C} 下的座標值，根據手臂不同的姿態會有所改變；Pb 代
表是在手臂大地座標系 {R} 下的座標值，也是隨著姿態改變而不同。根據圖 4 的矩陣定義
以及 P 點在各個座標系的表示法，有以下之等式成立：

(1)

g t

ci i t

bi i t

ci bi

P GP
P A P
P B GP
P XP

=
 =


=
 =

i 代表不同姿態的編號，假設有另外一個姿態 j，則可由式 (1) 得到兩個姿態下相機座標系及
大地座標系之 P 點座標值：

(2)

ci i t

bi i t

cj j t

bj j t

P A P
P B GP
P A P
P B GP

=
 =
 =
 =

由式 (2) 可進行一些替換變數的操作，再經由矩陣 A 的定義及矩陣 B 的定義，可將 AiAj
–1 替

換為 A；BiBj
–1 替換為 B，而 G 在替換過程中會抵消掉，可得到以下等式：

(3)
(4)

ci cj bj

ci bi bj

P AP AX P
P X P X BP

= =

= =
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最後經由式 (3) 以及式 (4)，可得到以下等式：

AX = XB (5)

每兩個姿態間就會存在一組式 (4) 的資料，因此使手臂移動多組姿態並使用相機擷取座
標點位，再利用不同的最佳化演算法取得矩陣 X 的最優解。
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圖 4. Eye to hand 應用 AX = XB 示意圖。

除了 AX = XB 的閉迴路等式外，第二種解法則是 AX = ZB。在第一個閉迴路等式中，共
有三個矩陣值，其中 A、B 都是已知項，可由相機取像計算和手臂編碼器回授而得，唯一要
求的未知項則為矩陣 X。但是在第二種解法中，矩陣 X 與矩陣 Z 皆為未知項，且不需要靠
兩個姿態之間的差異來當作輸入資料，藉由第二種解法所得之解可以同時取得 X 矩陣以及 Z 
矩陣，雖然 Z 矩陣在大多數場合不需要用到，因為校正板進行完校正就會取下。
第二種解法在 Eye in hand 或者是 Eye to hand 的相機配置下都有演算法可以解出相機與

手臂之間的關係，其配置圖如圖 1、圖 2 所示。其閉迴路等式也相當直觀，皆是由工具座標
系 {T} 開始而於待測物座標系 {O} 或是相機座標系 {C} 結束。不過比較不同的是每個姿態
下皆要有一個完整的 A 及 B 矩陣，因此相機觀察待測物不能再只是一個點，而是要多個點
建立一個座標系統，以便後來的演算法計算。在這個章節中介紹不同的手眼校正類型與其數

學模型，然而每個配置以及等式的解法都有不同的方式解決，下一章節則會將所有手眼校正

種類細分並進行文獻回顧。

三、分類與進展

根據前一個章節的分類可得知，手眼校正根據相機的放置方式大致可分為兩大類，而每

類都可細分為數個數學模型，且每個數學模型都有不同的解決方式，以下章節則會一一加以

分析。
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1. 手眼校正 - Eye in Hand
 AX = XB 
在文獻回顧中，這類型的論文是最大宗的，也是最一開始發展的相機配置及數學模型。

這類型的手眼校正通常會伴隨著相機校正，對校正板取像多張影像之後會先進行相機內部參

數的優化，接著會再利用等式 AX = XB 求得手臂與相機系統之間的轉換關係，如圖 5 所示。
應用範圍相當廣，從工業型手臂應用到醫療方面都有所研究，校正板的形式也大多以黑白的

明顯圖案作為相機建立物體座標系使用。其對 AX = XB 的解法則不盡相同，從封閉解到迭代
遞迴解都有，各項比較整理於表一中。

Cao et al. (2019) 利用 AX = XB 的等式來進行手眼校正，並利用類神經網路來進行 X 矩
陣的求解，除了 2D 相機架設於手臂上之外，該論文還架設雷射量測裝置進行驗證，並對手
臂本身的 DH table 做優化，讓手臂本身的絕對精度提升，以達到更好的誤差結果。

Camera

Robot

Object

Conveyor

Calibration pattern

Pneumatic gripper

Laser
measurement

圖 5. Eye in hand 配置示意圖(8)。

Heller et al. (2014) 則使用 3D 相機 Xtion Pro 作為手眼校正的光學系統，並且拍攝多張具
有很多黑點的校正板進行演算法計算。該篇論文利用最小平方法的概念，將 AX = XB 分解
成 Dual quaternion 的形式，並利用線性矩陣不等式 (linear matrix inequality, LMI) 的方式做優
化，以得到 X 矩陣的解。

 AX = ZB 
以 AX = ZB 作為主要問題的論文並不多，原因可能為矩陣 Z 不是那麼的重要，且在 3D 

相機被研發且廣泛應用前，所有的 2D 相機都需要多個角度取景才能利用雙目視覺形成 3D 
座標 (如圖 6 所示)，因此在這樣的架構下則不是受歡迎的研究方式。不過其特色就是計算上
較沒那麼複雜，許多封閉解也可以很快的找出答案，相關代表論文則一同整理於表 1 中。
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Shah (2013) 利用 Kronecker product 的方式，將 AX = ZB 的旋轉部份等式以及平移部分
等式結合，並且將 3 × 3 的矩陣攤平成單行向量，最後利用 SVD 找出旋轉及平移項的各項
優化數值。在這項論文當中，沒有使用如棋盤格般明顯的校正板，取而代之的是直接使用加

工件作為校正特徵點，並且搭配雷射追蹤進行驗證實驗 (如圖 7 所示)。

2. 手眼校正 - Eye to Hand
 AX = XB 
與 Eye in hand 的配置相比，Eye to hand 的相機是沒有位移的，因此在應用上會使用 3D 

相機做為光學系統，發展的時間點也較 Eye in hand 晚，論文數量也不多。其概念與 Eye in 

圖 6. 3D 相機應用於 Eye in hand 手眼校正(9)。

圖 7. 雷射追蹤儀與手眼校正架構(10)。
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表 1. Eye in Hand 手眼校正論文分類。

Ref. 年份 應用場域 相機種類 校正板 機械手臂 數學模型 運用方法

(1) 1989 單純
演算法

－ － － AX = XB Closed form 
solutions

(11) 1989 無塵室
2D 相機
雙目視覺

自製玻璃校
正板

六軸手臂 AX = XB Closed form 
solutions

(12) 1999 單純
演算法

2D 相機
雙目視覺

黑白點圖
雙軸雲台+
線性滑軌

AX = XB Dual quaternions

(13) 2001 單純
演算法

2D 相機
雙目視覺

黑白點圖 五軸手臂 AX = XB Structure from 
motion

(14) 2005 單純
演算法

2D 相機
雙目視覺

黑白點圖 六軸手臂 AX = XB Appropriate 
motion selection

(15) 2006 單純
演算法

2D 相機
雙目視覺

棋盤格 六軸手臂 AX = XB

Distance metric 
on group SE (3) 
& Nonlinear 
optimization

(3) 2008 物件夾取
2D 相機
雙目視覺 棋盤格 六軸手臂 AX = XB

Multiple 
viewpoint & 
Extended Kalman 
filter

(16) 2011 太空機器
2D 相機
雙目視覺

黑白點圖 六軸手臂 AX = XB Particle swarm 
optimization

(9) 2014 單純
演算法

3D 相機 黑白點圖 六軸手臂 AX = XB Linear matrix 
inequality

(17) 2015 焊接
2D 相機
雙目視覺

棋盤格 六軸手臂 AX = XB
Branch-
and-bound 
minimization

(18) 2015
單純
演算法 3D 相機 棋盤格 六軸手臂 AX = XB

Improved screw 
axis identification 
method

(19) 2016 單純
演算法

－ － 六軸手臂 AX = XB Probabilistic 
batch method

(4) 2018 醫療手術機
器人

3D 相機 棋盤格 六軸手臂 AX = XB
Iterative adjoint 
transformation 
algorithm

(8) 2019 物件夾取
2D 相機
雙目視覺

黑白點圖 六軸手臂 AX = XB Neural network

(20) 2019 焊接
2D 相機
搭配雷射

棋盤格 六軸手臂 AX = XB Decoupling and 
least square

(21) 1994 單純
演算法

－ － 六軸手臂 AX = ZB Quaternions

(22) 2001 單純
演算法

－ － － AX = ZB

Iterative 
least-squares 
quaternion 
method

(23) 2010 單純
演算法

2D 相機
雙目視覺

－ 六軸手臂 AX = ZB
Dual quaternions 
& Kronecker 
product

(10) 2013 單純
演算法

－ 汽車引擎 六軸手臂 AX = ZB Kronecker 
product
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hand 的 AX = XB 差不多，只是有些矩陣的定義與方向性會有所不同，且應用於醫療產業上
的比例較高，其相關論文整理於表二中。Zhang et al. (2017) 將手眼校正的概念引入達文西外
科手臂 (如圖 8 所示)，在手術刀處安裝一個很小的點狀校正板，演算方法則是與使用 Dual 
quaternion 的分解再以迭代方法進行優化。在機器人手的手背上貼上特殊圖案校正板，以作
為手眼校正的判斷依據 (如圖 9 所示)。

　　

Patient side manipulator

Needle driver

DVRK controllers

Stereo endoscope

Stereo
endoscope

Dot
pattern

Robot coordinate

X
Ai

Aj

Bi

Bj

Coordinate ca
mera

圖 8. 達文西手臂手眼校正實驗架設(24)。

圖 9. ABB 雙臂機器人之手眼校正配置(2)。
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 AX = ZB 
與 Eye in hand 的 AX = ZB 相同，其運用方法多為使用線性代數的方法推導出封閉解，

有時也可以利用夾爪或是加工主軸等特徵作為相機取像的目標，這個一來也可以同時解決 
TCP 校正的問題，許多擬人型機器人都可以應用此方法來做到手眼校正，其相關論文整理
於表 2 當中。Lundberg et al. (2014) 使用 ABB 雙臂機器人搭配一台 2D 相機製作擬人機器人
平台，其中在機器人手的手背上貼上特殊圖案校正板，以作為手眼校正的判斷依據。特殊的

校正板為一黑方塊置於白色底中間，其明顯的差異很適合作為校正板的辨識使用，對於 AX 
= ZB 的解法則是使用推導線性代數的封閉解。

表 2. Eye to Hand 手眼校正論文分類。

Ref. 年份 應用場域 相機種類 校正板 機械手臂 數學模型 運用方法

(27) 2008 醫療用
內視鏡

3D 相機 黑白點圖 內視鏡探棒 AX = XB
Vector 
quantization 
approach

(28) 2010 醫療用
內視鏡

2D 相機
雙目視覺

棋盤格 內視鏡探棒 AX = XB Dualquaternions

(5) 2014 物件夾取 － 棋盤格 六軸手臂 AX = XB Closed form 
solutions

(24) 2017 外科手術 3D 相機 微型點陣列
板

達文西
機械手臂

AX = XB
Iterative dual 
quaternion 
method

(29) 2011 單純
演算法

2D 相機
雙目視覺

雷射投影於
平面上

六軸手臂 AX = XB Closed form 
solutions

(2) 2014 物件夾取
2D 相機
雙目視覺

ABB 圖示
取單點

七軸手臂 AX = XB Closed form 
solutions

(30) 2017 單純
演算法

2D 相機
雙目視覺

黑白點圖 六軸手臂 AX = XB Particle swarm 
optimization

(25) 2016 單純
演算法

NDI Polaris 
optical 
tracker
系統

NDI Polaris 
optical 
tracker
系統

六軸手臂
+

四軸手臂

AX = XB
Closed form 
solutions & 
Iterative method

(7) 2016 醫療用途

NDI Polaris 
optical 
tracker
系統

NDI Polaris 
optical 
tracker
系統

內視鏡探棒
Point to 

Point

Invariant point 
& Levenberg–
marquardt 
algorithm

(26) 2018 物件夾取 3D 相機 有色方塊 六軸手臂
Point to 

Point

Artificial network
based fuzzy 
interference 
system

(6) 2018 外科手術
3D OCT
系統

針尖端 手術針
Point to 

Point

Singular value 
Decomposition & 
Quaternion
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 AXB = CYZ 
這種類型的手眼校正相當特殊，總共會有兩個機器人，一個固定著相機，一個則固定著

校正板。這樣的問題需要同時找出相機到第一個機器人的關係、校正板到第二個機器人的關

係、第一個機器人到第二個機器人的關係。同時會有三個矩陣需要求解，因此問題複雜度會

提高不少，如圖 10 所示。在該論文當中利用四元數分解旋轉矩陣，並利用推導封閉解的方
式取得初始解，並利用線性近似法迭代優化更新找到更好的解。

Hand frame
Z

Z Z

Z

ZZ

Y YY

B

X

A Z

C

Y

Y

YY

X
X X

X

XX

Tool frame
Flange frame

"Eye" frame

Base frame 1

Sensor robot Marker robot

Base frame 2

圖 10. AXB = CYZ 關係示意圖(25)。

 Points to Points
這類型的問題又比其他的數學模型更加直觀，但是通常都是建立在 3D 成像光學系統成

熟的時期才會開始研究，因此論文發表年代都會比其他方法更晚。在機器人座標系可以藉由

順向運動學取得點座標；而 3D 相機也能夠直接取得該點在相機座標系下的座標值，因此靠
著各種方法將兩組點位進行配對，就可以直接找出相機與手臂之間的關係 (如圖 11 所示)。
Wang (2018) 則提出使用類神經網路進行兩組點位的配對，由架設圖可以看出，文獻中所使
用相機為深度相機，可以藉由內部參數及外部參數直接從像素座標系轉換為笛卡爾座標系，

且校正物也不再是使用棋盤格等物品，而是任一可以藉由影像處理辨識出的物體即可，只需

要單一點的資訊就可以進行更進一步的演算法運算。

四、結論

本篇文章是一篇針對手眼校正演算法進行統整的文獻回顧，主要以相機擺放位置以及方

式將論文分成 Eye in hand 與 Eye to hand 兩種進行整理。本文章首先對在手眼校正的重要元
件及元件之間的關係進行描述，並對其進行數學模型的建立，依照其校正手法及流程主要可

分為 AX = XB 與 AX = ZB，前者旨在求得相機與手臂之間的轉換；後者則是會同時求得相機
與手臂和手臂與校正板之間的關係。而在 Eye to hand 中又有兩種變形，分別為 AXB = CYZ 
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以及 Points to Points。本報告依序整理出數篇相關論文，以其年份、應用場域、相機種類、
校正板、機械手臂、數學模型及其重要優化方法來作為分類依據，讀者只要根據自身需求，

如應用的場域或者是相機擺放位置，就可以找到相關論文進行參考以及研究的目的。

手眼校正是一項相當重要的技術，在面對工業 4.0 的彈性製造需求下，機械手臂不能再
只是靠著固定教導好的路徑移動執行任務，而是要根據當下的判斷臨機應變。伴隨著計算硬

體的進步，許多技術如深度學習等都得以發展，使得影像辨識與決策判斷得到飛躍性的進

步，因此機械手臂與光學系統的搭配更是應用於越來越多的產業中，然而對於手眼校正未來

的挑戰，則是會在如何更快速地完成校正及動態補償誤差之技術。
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